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FORMALIZALAS MEG ALAPOK

(ha ezeket nem erted nem tudod kiolvasni a leirasokat)

V - "MINDEN". Vagy "barmely". Va kiolvasva: MINDEN/BARMELY a. Va<2
kolvasva: MINDEN/BARMELY 2-nel kisebb a.

d - "LETEZIK". Vagy "van olyan". da=b. kiolvasva: LETEZIK/VAN OLYAN a ami
egyenlo b-vel.

€ - "ELEME". xeX: x eleme X halmaznak. XeR: X eleme a valos szamok
halmazanak, de ugy kiolvasva mint aki nem retardalt: valos X (halmaz).

[1, 10, (1, [) - Intervallumok zarojelezese. Ha befele nezo szogletes,
akkor azt jelenti h az a szam meg BENNE VAN az intervallumban. [1,3]: Itt 1
es 3 elemei az intervallumban, meg attol fuggoen, hogy az intervallum
valos/termeszetes/stb, a koztuk levo szamok is. Ha kifele nez a szogletes
zarojel, vagy szebben irva kerek zarojel wvan, akkor nincs benne a hatarain
levo ertek.

{} - Halmazok zarojelezese. Lehet kurvara egyszeruen igy irni, pl: {1,2,4}.
Ekkor elemei 1,2,4. De lehet "halmazgeneratort" is irni, vagyis: {xeR | x >
4, x <= 7}. Ez kiolvasva: "Az olyan valos x szamok, HOGY: x nagyobb mint 4,
es x kisebb vagy egyenlo mint 7." Ennek a halmaznak vegtelen sok eleme van,
mert vegtelen sok valos szam van 4 es 7 kozt. Szoval siman felsorolva le se
lehet irni. Aztan lehet tajparasz modra is halmazt irni, neha kellhet: {4
es 7 kozti szamok}. Ez is ervenyes.

| — "HOGY/OSZTHATO/OSZTJA". Lasd halmzaok zarojelezese.
Halmazkifejezesekben hasznalatos csak kb a "HOGY" ertelmeben. Oszthatosagot
meg ha valaki nem tudja, nem ezt a guideot kene olvassa asszem.

- "HOGY/AMIRE/-RA/-RE/ESETEN". Formulakba szokasos irni. Peldaul:
Va<2:b>4 kiolvasva: "Minden 2-nel kisebb a-RA b nagyobb mint 4" vagy
"Minden 2-nel kisebb a ESETEN b nagyobb mint 4". Formulak "kozepen"
altalaban elhagyhato igazabol, de a vegen kell. Szoval amig a halmazom vagy
intervallumom irogatom, addig nem nemm kiirni, de amint a logikai
reszhez/allitashoz erek, kell.

--> - "HA ... AKKOR ...". Az implikacio jele, ami egy logikai muvelet. a>4
--> a>2 kiolvasva: "HA a nagyobb mint 4, AKKOR a nagyobb mint 2.
Klasszikusan ez a [SZUKSEGES FELTETEL], mert ha megforditom, nem biztos,
hogy igaz.

<--> - "AKKOR ES CSAKIS AKKOR ... HA ...". Az ekvivalencia jele, ami egy
logikai muvelet (vagy relacio mwahaha). "a nem paros <--> a nem oszthato 2-
vel" kiolvasva: "a AKKOR ES CSAKIS AKKOR nem paros, HA a nem oszthato 2-
vel". Ez kb az [ELEGSEGES FELTETEL], vagyis megfordiva is igaz.



TETELEK/FOGALMAK

(amikre minden epul, meg egymasra is)

VALOS SZAMOK CUCCAI

[AXTOMA]

Egy altalaban bizonyitott feltetelezes, amit nekunk mar nem kell ujra es
ujra bizonyitgatni, mert elfogadott teny es erre epul sok minden mas
bizonyitas es feltetelezes.

[BERNOULLI-EGYENLOTLENSEG]
Eloszor is 2 L betu van a Bernoulliban. Maodszor pedig azt mondja ki, hogy:

Ha n >= -1 valos, n termeszetes, akkor:
(1+h) *n >= 1+nh
Akkor lehet csak egyenloseg, ha h =0 || n =0 || n = 1. Kulonben pedig

szigoru a relacio, vagyis akkor meg nincs egyenloseg.

[SZAMTANI KOZEP]

Legalabb 2, de altalaban kurvara sok NEM NEGATIV valos szam osszege osztva
a mennyisegukkel. Szal:

(al+a2+...+an) /n.

Pl ha egy kor atfogojat barmennyi kis reszletre osztod es veszed a
[SZAMTANI KOZEPUKET], mindig a sugar lesz a szamtani kozep. Ha minden szam
ugyanaz benne, vagyis al=a2=...=an, akkor pont megegyezik a [MERTANI
KOZEPPEL] . Kulonben mindig nagyobb nala.

[MERTANI KOZEP]

Legalabb 2, de altalaban kurvasok NEM NEGATIV valos szam szorzata a
mennyisegukedik gyok alatt. Szoval:

(al*a2*...*an) " (1/n).

Ha minden szam megegyezik, vagyis al=a2=...=an, akkor pont egyenlo a
[SZAMTANI KOZEPPEL], kulonben mindig kisebb.

[SZAMTANI ES MERTANI KOZEP KOZTI EGYENLOTLENSEG]

A [MERTANI KOZEP] mindig kisebb vagy egyenlo, mint a [SZAMTANI KOZEP],
kiveve ha minden an szam megegyezik.

Szoval: [MERTANI KOZEP] <= [SZAMTANI KOZEP].

[ADDICIO]

Olyan csoport, amin az ertelmezett relacio kommutativ, asszociativ, illetve
van benne nullelem es ellentett (ami az additiv inverz). Altalaban az
osszeadas.

[MULTIPLIKATIVITAS]

kommut, asszoc,van egysegelem,van inverz)

Olyan csoport, amin az ertelmezett relacio kommutativ, asszociativ, illetve
van benne egysegelem es reciprok (ami a multiplikativ inverz). Altalaban a
szorzas.

[RENDEZES]

Roviden es kevesbe dimatosan, ha meg tudom mondani, egy halmaz elemei
kozul, hogy melyik kisebb vagy nagyobb vagy egyenlo a masikhoz kepest,
akkor a halmaz rendezett. Szoval tudom fogni egy adott elem elotti
(megelozes, kezdocsoport) vagy utani (kovetes) osszes elemet. Matekosan
fogalmazva pedig ha az [ADDICIO] es [MULTIPLIKATIVITAS] monoton (ha nagyobb
szamokkal csinalom, nagyobb szamokat is kapok).

[RENDEZES ES MUVELETEK KAPCSOLATA]

Itt most + az [ADDICIO] es * a [MULTIPLIKATIVITAS]. Egyszeruseg kedveert
legyen a klasszikus osszeadas es szorzas, mert a valos szamok halmazan
vagyunk, de absztraktabbul is kurvara mukodne.



a <= b --> a+c <= b+tc.

Ha ¢ nemnegativ (nem eleme a nullelem kezdoszeletenek), akkor raadasul:
a*c <= b*c.

Ez a muveletek monotonitasa, a < relacio pedig a rendezes.

[TELJESSEGI/DEDEKIND/SZETVALASZTHATOSAGI AXIOMA]

Ket nem ures valos halmaz eseten mindig az van, hogy ha veszek az egyikbol
egy szamot, aztan a masikbol egy szamot ami ennel nagyobb (ha nem lenne
akkor csak megforditom melyikbol veszek elobb lolz), akkor biztos tudok
majd mondani egy olyan valos szamot, ami ezek kozt van. Ha nem, akkor pedig
ugyanazt a szamot valasztottam haromszor. Szoval:

A es B valos nem ures halmazok --> VaeA, VbeB: a<=b --> HdxeR: VaeA, VbeB: a
<= x <= Db.

[MINIMUM/MAXIMUM]

Egy nem ures valos halmaz legkisebb/legnagyobb eleme, vagyis aminel minden
mas kisebb/nagyobb vagy egyenlo. Szoval:

HaeA,VxeA --> x >= a. (minimum)

Tagadva: VaeA,dxeA --> x < a. (minimum)

Hdaeh,VxeA --> X <= a. (maximum)

Tagadva: VaeA,dxeA --> x > a. (maximum)

Nem biztos, hogy lezetik. Pl ha a halmaz eleme a pozitiv vegtelen, azt nem
hivjuk maximumnak.

[FELSO/ALSO KORLAT]

Nem ures valos halmaz felso/also korlatja(i) azok, amik a halmaz minden
elemenel nagyobbak/kisebbek vagy egyenloek.

dkeR,VaeA --> a <= k. (felso korlat)

Tagadva: VkeR,HdaeA --> a > k.

dkeR,VaeA --> a >= k. (also korlat)

Tagadva: VkeR,daeA --> a < k.

Ha egy halmaz felulrol es alulrol is korlatos, siman azt mondjuk ra h
korlatos.

[INFIMUM/SUPREMUM]

Infimum az [ALSO KORLATOK] [MAXIMUMA].

Supremum a [FELSO KORLATOK] [MINIMUMA].

Ha egy nem ures valos halmaznak van supremuma, akkor [MAXIMUMKENT] mukodik,
vagyis:

1, VaeA: a <= sup(A).

2, VxeR,HdaeA: a > sup(A) - x.

Ez utobbi azt jelenti, hogy mivel ez a legnagyobb, ha kivonok belole
valamit, akkor lesz olyan eleme a halmaznak aminel mar kisebb.

Infimum rohadtul ugyanigy van [MINIMUMMAL], csak ugye a kisebb/nagyobb
jelek megfordulnak, es -x helyett +x lesz, mert akkor lesz olyan elem
aminel mar nagyobb.

[SZUPREMUM ELV]

Felulrol korlatos nem ures valos halmaz eseten a halmaz [FELSO KORLATAT]
kozt van legkisebb elem. Szoval ha a halmazomnak vannak [FELSO KORLATAI],
akkor van [SUPREMUMA] is, ami a felso korlatok [MINIMUMA] lesz.

[INDUKTIV HALMAZ]

Ha valami eleme, akkor a rakovetkezo dolog is az lesz, nullattol indulva.
Szoval az egesz szamok igy kurvara egyszeruen felsorolhatoak. Vagy egy szam
tobbszorosei, stb.

[TERMESZETES SZAMOK HALMAZA]
Ertelemszeruen nem negativ egesz szamok az eleme. Igy, mivel 0 es utana is
minden mas egymas utan az eleme, [INDUKTIV HALMAZ]. Mivel "ez utan", vagyis



racionalis szamoknal mar nem beszelhetunk indukciorol, igy N a legszuksebb
reszhalmaza R-nel.

[TELJES INDUKCIO]

Legyen egy A formulank VneN-re. Mindegy mi az, de tegyuk fel, hogy A (0)
igaz, es ha A(n) igaz, akkor A(n+l) is. Szoval ha A(n+l) igaz akkor A(n+2)
is, es igy tovabb, igy teljesul minden neN-re.

Szoval ahogy a teljes indukcio altalaban megy. Megnezem a halmazom
legkisebb elemere amire meg ertelmes (mivel N [INDUKTIV HALMAZ], igy 0 a
legkisebb). Aztan ha igaz akkor felteszem h n-re is az, es megnezem n+l-re.
Ha arra igaz akkor meg n-re is, de akkor mindenre.

[ARCHIMEDESZ TETEL]

Va,b valos szamhoz, ha a pozitiv (koveti a nullelemet), akkor lesz olyan n
termeszetes szam, hogy b < n*a. Szoval barmilyen ket szamot veszek, akkor
az egyik pozitivat meg tudom szorozni ugy egy termeszetes szammal, hogy
nagyobb legyen a masiknal.

[CANTOR TULAJDOSAG/CANTOR FELE KOZOSRESZ TETEL]

Ha van egy [KORLATOS] zart valos intervallumom, es tudok venni egy ennel
nagyobb [KORLATOS] zart valos intervallumot aminek valos reszhalmaza, akkor
soha nem lesz ures.

Ez megforditva is megy, szal minel jobban belemegyek egy nagyobb [KORLATOS]
zart valos intervallumba, sose tudok ures halmazt elerni. Pl megharmadolom,
aztan az elso harmadot megint, aztan annak az elso harmadat megint, stb.
Mivel vegtelen sok valos szam van, i1gy soha nem fogynak el. Amugy az ilyen
harmadolasokkal nyert harmadokbol ha az elso es utolso harmadot A-nak es B-
nek nevezem ki, jol szemleltetheto a [DEDEKIND AXIOMA].

RELACIOS MEG FUGGVENYES DOLGOK

[ERTELMEZESI TARTOMANY (Domain) ]

Egy [RELACIO] vagy [FUGGVENY] "kiindulohalmaza". Innen erem el az
[ERTEKKESZLET] elemeit a [FUGGVENY] vagy [RELACIO] segitsegevel. Ha pont
megegyezik az [ERTEKKESZLETTEL], akkor egyreszt ekvivalenciarelaciorol,
masreszt homomorfizmusrol beszelunk, de ez most nem olyan fontos. Ami
fontos az az, hogy az ertelmezesi tartomany elemei lesznek ugye a
Descartes-szorzattal generalt rendezett parok elso komponensei. Szoval:
A,B halmazok es r [RELACIO] eseten, ahol r AxB reszhalmaza, ugy D = {xeA |
d(x,y)er} lesz r ertelmezesi tartomanya.

[ERTEKKESZLET (Range) ]

Az a halmaz, amit egy [RELACIO]/[FUGGVENY] egy masik halmazra ([ERTELMEZESI
TARTOMANY]) huzasaval erheto el. A Descartes-szorzat altal generalt
rendezett parok masodik koordinatai ezek. Szoval:

A,B halmazok es r [RELACIO] eseten, ahol r AxB reszhalmaza, ugy R = {yeB |
d(x,y)er} lesz r ertekkeszlete.

[RELACIO]

Na hat errol kurvara sokat tudnek irni, erosen ajanlom a
http://fzolid.web.elte.hu/dimat/ cuccba irt iromanyaim a temaban ha valaki
overkillre akar menni.

Most eleg annyit tudni, hogy A es B halmazok Descartes-szorzatanak valami
reszhalmaza egy binaris relacio. Pl ha A elemei a szamok 1-tol 10-ig, B
elemei meg 2 tobbszorosei 1-tol 10-ig, es a relaciom az egyenloseg, akkor
mig A es B Descartes-szorzataban lesznek olyanok is, hogy (1,2) meg (5,4),
azok nem egyenloek, szoval a relacionak nem elemei. Csak azok a rendezett
parok, ahol az elso es masodik komponens megegyezik (jelen peldaban).
Mivel itt a relacio elemei rendezett parok, ez egy binaris relacio.



Ha siman egy darab valami, pl egy logikai ertek (nem logikai ertekek
rendezett parja) amit negalok, akkor a negacio uner relacio.

Ha semmit veszek, es lesz belole valami, akkor nuller relacio. Pl egy
halmaz egy elemenek kivalasztasa.

[FUGGVENY (Function) ]

Ugyanazt csinalja, mint egy biner [RELACIO], csak eppen minden [ERTELMEZEST
TARTOMANY] beli elemhez egy, es csakis egy [ERTEKKESZLET] beli elem
tartozik. Forditva nem biztos, hogy igaz, de ha igen, akkor injektiv is.
Szoval:

Nem ures A, B halmazok eseten legyen f [RELACIO] reszhalmaza AxB-nek es fx
= {yeB | d(x,y)ef} (vagyis az [ERTEKKESZLET]). Ilyenkor ha barmilyen xeA
eseten fx egyelemu, akkor f fuggveny.

[FUGGVENY KEPE/OSKEPE]

Ha van egy f [FUGGVENYEM] ami A es B halmazokra van ertelmezve, aztan
veszem A egy C reszhalmazat, akkor f C szeriti kepe az olyan B beli elemek,
amik a [FUGGVENY] C-re rahuzasaval lettek elerve. Siman mintha kicsereltem
volna A-t C-re. Szoval:

f[C] = {f(x)eB} | xeC}. Ha C az ures halmaz, akkor f[C] is.

Az oskep meg szinte ez csak a masik oldalrol. Most nem az [ERTELMEZSI
TARTOMANYT], hanem az [ERTEKKESZLETET] szukitem le. Vagyis legyen egy D
halmaz, ami B reszhalmaza. Ilyenkor az ilyan A beli elemek kellenek, amikre
a fuggvenyt rahuzva D beli elemeket kapok. Ez biztos, hogy A valamilyen
reszhalmaza lesz. Szoval (' helyett -1 lenne felsoindexben):

f'[D] = {xeA | f(x)eD}. Az ures halmazbol itt is ures halmaz lesz.

[INVERZ FUGGVENY]

Egy [FUGGVENY] akkor invertalhato, ha injektiv. Vagyis ha nem tudok ugy ket
elemet valasztani az [ERTELMEZESI TARTOMANYBOL], hogy ne kulonbozo ertek
legyen hozzajuk rendelve, akkor injektiv. Szoval kulonbozo [ERTELMEZESI
ARTOMANYBELI] elemekhez kulonbozo [ERTEKKESZLETI] elemeket rendel.

Na most egy [FUGGVENY] inverze effektive ha kicserelem az [ERTELMEZESI
TARTOMANYT] es az [ERTEKKESZLLETET]. Szoval az AxB altal kapott (x,y)-ok

helyett az (y,x)-eket veszem. Szoval (itt ' -1 lenne felsoindexben), R meg
az [ERTEKKESZLET] :

£f' = {(y,x) | (x,¥)eR, £(x) = y}

[BIJEKCIO]

Ha f [FUGGVENY] injektiv es szurketiv, akkor bijektiv is, vagyis bijekcio.
Ez azt jelenti, hogy az adott [ERTELMEZESI TARTOMANY] minden elemehez egy,
es csakis egy [ERTEKKESZLET] beli elem tartozik, illetve hogy az
[ERTEKKESZLET] minden elemet elerjuk valahogy. Szoval:

f invertlhato es R = B.

[FUGGVENY KOMPOZICIO/OSSZETETT FUGGVENY]

Ha egy cuccra rahuzok egy [FUGGVENYT], aztan az igy kapott ertekre egy
masikat (szoval f(g(x))), akkor ugye az elso (belso) [FUGGVENY]
[ERTELMEZESI TARTOMANYABOL] indulva a masik (kulso) [FUGGVENY]
[ERTEKKESZLETEBE] jutottunk el, koztes lepes volt az elso [FUGGVENY]
[ERTEKKESZLETE], mert volt metszete a masik [FUGGVENY] [ERTELMZESI
TARTOMANYAVAL] . Ha nem lett volna, nem tudtunk volna tovabb lepni. De ha
nem csak metszet van hanem teljes egyezes, vagy egyik reszhalmaza a
masiknak, az se gaz, mert ugy is mukodik. Ilyenkor az osszetett
fuggveny/fuggveny kompozicio:

fog (f kor g), ahol (fog) (x) = f(g(x)). Szoval:
Dfog = {xeDg | g(x)eDf}.
Rfog = {yeRf | g(x)eDf}.

[

A kompozicio [INVERZE] a ket [FUGGVENY] [INVERZE] plusz megforditva. Szoval
fog [INVERZE] g'of' (itt ' helyett -1 lenne felsoindexben).



SOROZATOK

[SOROZAT]

Elemek (nekunk leginkabb szamok) valamilyen szabaly szerint kivalasztva es
rendezve. Igazabol ez a legjobb megfogalmazas amit mondani tudtam fejbol.
Szoval lehetnek pl ketto tobbszorosei novekvo sorban, de aztan lehetnek a
Pi szamjegyei is felsorolva. Altalaban azert valami szabaly szerint
lesznek, pl minden termeszetes szamra 1/n. Vagyis elso elem az 1/1, aztan
1/2, aztan 1/3, stb. Ha a sorozat (an), akkor az n. tag jelole an (jah,
zarojelek nelkul). Szoval al az ahol n az 1 erteket veszi fel, szal 1/1.
Vagyis az n. tag an = 1/n. A termeszetes szamok pl felsorolhatoak igy: an =
n. Vagy an = 1l+n-1. Az n-t indexnek hivjuk.

[VALOS SOROZAT]

Lenyegeben csak ilyenekkel fogunk foglalkozni. Egy f [FUGGVENY] (valos)
[SOROZAT], ha termeszetes szamokbol valos szamokat csinal. Az n helyet
felvett fuggvenyertek a sorozat n. tagja, jelole fn (szokvanyosabban nem f
van hanem a), ahol n az fn tag indexe.

[SOROZAT KORLATOSSAGA]

Hasonloan lehet elkepzelni, mint a halmazok korlatossagat, de csak egy
iranybol. Egy [SOROZAT] ugye elindul valahonnan, es valami iranyba tart
(szamegyenesen elkepzelendo). Ameddig ebbe az iranyba megy, ott van a
korlatja. Szoval mig egy halmaznak volt [ALSO/FELSO KORLATJA], itt csak
siman korlat van, ami vagy kisebb mint az elemek, vagy nagyobb. Szoval:
dkeR,VneN --> |an| <= k.

Tagadva: VkeR,dneN --> Jan| > k.

[INDEXSOROZAT]
Ha egy [SOROZAT] minden tagja termeszetes szam, es an < an+l minden n-re,
akkor indexszorozat. Magyarul novekvo sorrendben a termeszetes szamok.

[RESZSOROZAT]

Ha fogok egy [SOROZATOT] es kiveszem n es m indexek kozti reszet, vagy
mondjuk minden masodik tagjat, stb, akkor a [SOROZAT] egy reszsorozatat
kepeztem. Szoval:

d(an) valos sorozat,V(vn) indexsorozat: aov = (avn).

[CSUCS]

Ha van olyan elem a [SOROZATBAN], hogy utana csak hozza kepest kisebb vagy
egyenlo elemek vannak, akkor az egy csucs. Szoval egy kurvanagy lejto a
grafikonon, na annak minden eleme csucs mert utana csak kisebb (vagy
egyenlo) van. [RESZSOROZATOT] kepezni igy pl kurvara konnyen lehet, csak
vegyunk a csucsokat. Mar ha leteznek persze. Szoval:

an0 az (an) csucsa ha Vn>=n0: an0O >= an.

[KORNYEZET]

Egy adott szam koruli kornyezet az azt korulvevo kisebb es nagyobb szamok.
Szal mondjuk 10 5 sugaru konyezete az [5,15]. Gyakorlatilag (10-5,10+5).
Szoval egy barmely x szam % sugaru kornyezete (x-%,x+%). x siman lehet meg
a kibovitett valos szamok halmazarol is valasztva. Szoval lehet +- vegtelen
is, de akkor nincs sok ertelme hozzaadni meg kivonni, ilyenkor megallapodas
szerint 1/& lesz a kornyezet egyik vege, vegtelen meg a masik. Jelolve
altalaban ki (x), ahol & also indexben lenne, es kiolvasva: x & sugaru
kornyezete.

Egy bokkeno van az egesszel, hogy az, hogy vegtelen sok tag van valami
kornyezetben az nem gazantalja, hogy ott lesz a hatarertek. Pl kapasbol (-
1)”n divergens, de 1 koruli kornyezetben vegtelen sok tagja van.

[KONVERGENCTIA]



Ha egy [SOROZAT] valami KONKRET szam fele tart, es ennek a szamnak sose
hagyja el valamilyen [KORNYEZETET], barmilyen nagy n indexre nezem 1is, es
barmilyen pici kornyezetet nezek is, akkor konvergens. Szoval:
dAeR,VE>0,dn"eN,Vn>n': an € K& (A).

Kiolvasva: "Van olyan A valos szam, amire minden pozitiv % szamhoz letezik
olyan n' termeszetes kuszobindex, hogy minden annal nagyobb indexre an
benne van A % sugaru kornyezeteben".

Ez volt az elegseges feltetel. A szukseges feltetel annyi, hogy a [SOROZAT]
legyen [KORLATOS].

Akkor meg ha a [SOROZAT] igazabol vegtelenhez tart, na akkor nem
konvergens, de vegtelennek kellene valami kornyezetet venni, azt meg
egyszerubb ugy megmondani, hogy barmely tetszoleges valos szamnal nagyobb
elemei lesznek a sorozatnak valami index utan. Ha negativ vegtelenhez akkor
meg kisebbek, de ugyanugy baszott nagy index utan is. Ezt azt is jelenti,
hogy a [HATARERTEK] ilyenkor (letezik es) +- vegtelen.

[DIVERGENCIA]

Egy [SOROZAT] divergens, ha nem [KONVERGENS]. Vagyis nem tart sehova.
Ilyenkor nincs [HATARERTEK]. De ez visszafele kurvara nem igaz, szal attol,
hogy van [HATARERTEK] nem lesz [KONVERGENS], mert a [HATARERTEK] lehet
vegtelenben is. Szoval:

VAeR,d:>0,Vn'eN,In>n': an !e KL (A).

[HATARERTEK]
Ide tart a [SOROZAT], ennek a [KORNYEZETEBEN] van vegtelen sok tagja. Ha
valami konkret szam, akkor a sorozat [KONVERGENS], es ilyenkor tuti biztos

letezik hataerertek. Ha vegtelen akkor is letezik, de akkor nem
[KONVERGENS] . Ha nem letezik akkor meg a [SOROZAT] [DIVERGENS]. Szoval (R'
itt a kibovitett valos szamok halmaza, felulvonas lenne):
dAeR',VE>0,dn'eN,Vn>n': an € KL (A).

A jelolese lim(an).

[KOZREFOGASI ELV/CSENDOR ELV/RENDOR ELV]

Ha van (an), (bn), (cn) sorozatom, es dlim(an) = Hlim(cn) = A (vegelen is
lehet), es valami indextol felfele an <= bn <= cn, akkor dlim(bn) = A.
Merthogy ha ket [SOROZAT] ami kozrefog egy masikat valahova tart, akkor a
kozrefogottnak is muszaj. Mint ahogy ha ket rendor az ors fele tart, es egy
valaki setal koztuk, akkor valszeg o is az orsre megy.

[HATARERTEK ES RENDEZES KAPCSOLATA]

Egyreszt a [RENDOR ELV] is ilyen. Masreszt a lenyeg, hogy ha egy [SOROZAT]
tagjai nagyobbak egy masikenal ott ahol szamit (szal ahol a [HATARERTEK]
[KORNYEZETE] szoba johet), akkor a [SOROZATOK] [HATARERTEKEI] kozt is
ugyanez a [RELACIO] lesz. Persze ehhez alapbol kell, hogy a sorozatoknak
legyen [HATARERTEKE]. Szoval:

Ha dlim(an) = A, dlim(bn) = B (A, B lehet vegtelen is), akkor:

1, A > B —--> dAn'eN,Vn>n': an > bn.

2, dn'eN,Vn>n': an >= bn --> A >= B.

De ezek visszafele nem biztos, hogy igazak. Szoval rogton pelda, hogy ha an
= 1/n es bn = 0, amiknek a [HATARERTEKE] megegyezik (nulla), an akkor is
mindig nagyobb lesz mint bn.

[MONOTON SOROZATOK KONVERGENCIAJA]

Ha egy [SOROZAT] monoton no/csokken, es [FELULROL/ALULROL KORLATOS], akkor
[KONVERGENS], es a [HATARERTEK] meg fog egyezni a [SUPREMUMMAL/INFIMUMMAL].
Ugyanakkor ha monoton no/csokken, de nem korlatos abba az iranyba, akkor
[KONVERGENS] ugyan nem lesz, de [HATARERTEKE] lesz, meghozza t-vegtelen.

[MUVELETEK KONVERGENS SOROZATOKKAL]



Legyen (an) es (bn) [KONVERGENS], lim(an)=A es lim(bn)=B. Ilyenkor a
[SOROZATOKAT] ossze lehet adogatni, szorozni, osztani. Az igy kapott
sorozatok is mindig [KONVERGENSEK] lesznek. Szoval:

1, dlim(an+bn) = A+B.
2, dlim(an*bn) = A*B.
3, Ha (bn) egy eleme sem 0, es B sem 0, akkor: dlim(an/bn) = A/B.

Ellenben ha valamelyik [SOROZAT] [DIVERGENS], akkor mar a kapott [SOROZAT]
sem lehet konvergens. Plusz ha valamelyik sorozat vegtelenbe megy, akkor at
kell gondolni h mi a fasz van ha vegtelenbol kivonsz vagy azzal szorzol.
Van ahol nincs is ertelmezve. Pl 0O*vegtelen olyan nincs. Szoval ott
annyiban valtozik az egesz, hogy ha A+B ertelmezve van, vagy ha A*B
ertelmezve van, stb.

[BOLZANO-WERIERSTRASS KIVALASZTASI TETEL]

Minden [KORLATOS] [VALOS SOROZATNAK] van [KONVERGENS] [RESZSOROZATA]. Szal
ha valami korlatja van a sorozatomnak, meg ha amugy [DIVERGENS] is, akkor
is csak kiveszem azt a reszet ami faszan benne van egy [KORNYEZETBEN], es
lett egy [KONVERGENS] [RESZSOROZATOM] .

[CAUCHY-SOROZAT]

Ha egy [SOROZAT] elemeit valami indextol felfele tudom venni ugy, hogy a
kulonbseguk abszoluterteke kisebb lesz valami szamnal, akkor Cauchy-
sorozat. Szoval egyre kozelebb kerulnek egymashoz a szamok, es egy ido utan
mar elhanyagolhato lesz koztuk a kulonbseg, szinte el sem mozdulnak. Vagyis
utana majd tudok mondani egy szamot, aminek a [KORNYEZETEBOL] nem mennek
ki, es ott lesz a valos [HATARERTEK], ettol [KONVERGENSSE] teve a
[SOROZATOT] . Mert ugye a [KORNYEZET] egyik oldala az " (&-x". Es ha % az
pont an, x meg am, akkor ugyanott vagyunk. Szoval:

Vi>0,dn'eN,Vn,m>n': |an-am| < %.

Itt persze |an-am| < & azt jelenti, hogy an az am % sugaru kornyezeteben
van.

Tagadva:

d:>0,Vn'eN,dn, m>n': |an-am| >= 4.

[CAUCHY-KRITERIUM]
[VALOS SOROZAT] [KONVERGENS] <--> [CAUCHY-SOROZAT]. Ez elegseges feltetel,
mert oda-vissza igaz.

[EULER SZAM(e) ]

Egy Pi-hez hasonlo vegtelen tizedes tort az e, vagyis egy valos szam. Az
(1+1/n) "n monoton novo [FELULROL KORLATOS] [SOROZAT] [HATARERTEKE] van igy
jelolve. Amugy igazabol az (l1+a/b)”"b alaku [SOROZATOKE], ahol % kurvara
mindegy mi (csak legyen monoton), es igy e”a lesz a hatarertek. Szoval
alapbol is e”1l.

[MERTANI SOROZAT]

lim(g”n) a mertani sorozat altalanos alakja. Pl (-1)"n. Ez az egy a kivetel
is kb, mert ha g = -1, akkor a [SOROZATNAK] nincs hatarerteke. Ha g -1 es 1
kozt wvan, akkor l-hez tart, ha g = 1 akkor nyilvan 1l-hez, mert 1 minden
hatvanya 1, es ha g > 1 akkor plusz vegtelenbe.

[VALOS SZAM GYOKE/M. GYOKE]

Alapbol van az n. gyok alatt barmi alaku [SOROZAT], ami ha ertelmes, vagyis
a gyok alatt pozitiv szam van, akkor 1l-hez tart, szoval [KONVERGENS]. Meg
van az a [KONVERGENCIATETEL], hogy n. gyok alatt n is 1l-hez tart.

Ha pedig veszek egy valami 2-nel nagyobb m szamot, es egy nemnegativ szam
m. hatvanyat veszem, biztos valami mas, ennel nagyobb nemnegativ valos
szamot kapok. Picit visszafele gondolkodzva szoval minden nemnegativ valos
szamnak van m. gyoke, ami egy masik nemnegativ valos szam. Es mivel csak
nemnegativ lehet, igy biztos egyertelmu, mert tobb szam nem lehet (a
gyokvonas injektiv). Szoval:



Termeszetes m>=2 eseten VA>=0 szmra d! (egyertelmuen letezik) a>=0, hogy
a™m = A.

Ezen kivul ha A > 0, akkor rekurzivan meg lehet adni egy sorozatot, aminek
m. gyok alatt A lesz a [HATARERTEKE]. De a keplete elegge bonyolult, ide
nem tudnam lerini.

VEGTELEN SOROK MEG OSSZEGEK

/!'\ FONTOS /!\

Oke en kurvara retardaltnak ereztem magam egy darabig, de van kulonbseg a
sor es sorozat szavak kozt. Egy sor az egy sorozat tagjai leirva egymas
utan es osszeadva. Na haladjunk.

[ (VEGTELEN) SOR]

Az (an) [SOROZAT] ugye egy [FUGGVENY] volt kb, ami termeszetes szamokbol

(amik a [SOROZAT] indexei), csinalt altalaban valos szamokat. Ha en fogom
es ezeket minden n-re osszeadogatom, akkor egy vegtelen sort kapok (mert
ugye a termeszetes szamok halmaza a vegtelenbe tart). Szoval:

sn = al+a2+...+an.

Jelolni "szummajel" an a szokas, nekem innenton SUM an lesz. A lim(sn) szam
itt most nem [HATARERTEKET] jelol, hanem [SOROSSZEGET].

[NEM-NEGATIV/POZITIV TAGU SOROK]

Egy tagja sem negativ, elegge ertelemszeru. SUM an pozitiv tagu sor
[KONVERGENS] <--> (sn) korlatos. Ez elegendo feltetel, szoval
megfordithato.

[VEGTELEN SOR KONVERGENCIAJA]

Ha sn = al+a2+...+an [KONVERGENS], akkor a [VEGTELEN SOR] is [KONVERGENS].
De [HATARERTEK] helyett ugye [SOROSSZEGE] van.

Ezen kivul van pl az is, hogy ha a [SOR] az SUM an, akkor ha lim(an) = O,
akkor a [SOR] [KONVERGENS]. Ez a szukseges feltetel, vagyis visszafele nem
biztos, hogy igaz. A [CAUCHY-FELE KONVERGENCIAKRITERIUM] az elegseges
feltetel, az mar meg is fordithato. Pl a [HARMONIKUS SOR] eseten lim(an) az
0, de a [SOR] mag az [DIVERGENS]. Ezen kivul vannak az [OSSZEHASONLITO

KRITERIUM], [GYOKKRITERIUM] es [HANYADOSKRITERIUM], meg a [LEIBNIZ-TIPUSU
SOROK] .
Az e szam 1s lehet [SOROSSZEG], meghozza a SUM 1/ (n!) [SORE].

[ABSZOLUT KONVERGENCIA]

Ha rahuzok egy abszolutjelet a [SOROZATRA] amibol a [VEGTELEN SORT]
generaltam, es az is [KONVERGENS], akkor beszelunk abszolut
konvergenciarol. Ha egy [SOR] nem abszolut konvergens, akkor feltetelesen
konvergens. Pl ilyen lehet a [LEIBNIZ-TIPUSU SOR]/n. Mert ott ugy minden
elem 1/n, es 1/n az [DIVERGENS]. Szoval ugyan a [SOR] maga [KONVERGENS]
lesz, csak feltetelesen lesz az.

[HARMONIKUS SOR]
SUM 1/n a harmonikus sor altalanos alakja. [DIVERGENS]. lim(l1/n) = 0.

[MERTANI/GEOMETRIAI SOR]

SUM g”n a mertani sor altalanos alakja. Igazabol g az nem egy valami, mert
egy egesz polinom is lehet mondjuk, a lenyeg h g az "ami az n. hatvanyon
van". Akkor es csakis akkor [KONVERGENS], ha -1 < g < 1. Mivel ez
ekvivalencia, ez elegseges feltetel, szoval visszafele is igaz. A
[SOROSSZEG] ilnyekor 1/ (1-q).

[TELESZKOPIKUS SOR]
SUM 1/n(n+l) altalaban a teleszkopikus sor alakja. [SOROSSZEGE] 1.

[CAUCHY-FELE KONVERGENCIAKRITERIUM]



A [VEGTELEN SOROK KONVERGENCIAJANAK] csomo vizsgalasi modja van. A Cauchy-
fele konvergenciakriterium nagyon hasonlit a [CAUCHY-KRITERIUMRA]. Fogok
ugyanugy valami index utan ket indexet, de most nem a kulonbsegukoet
nezzuk, hanem minden tagot osszeadunk koztuk, meg meg azt amin masodiknak
valasztottunk. Na ha ez az osszeg (abszolut ertekben persze) kisebb mint
barmi :>0 szam, szoval annyira kurvara kicsik a tagok h az osszeguk
elhanyagolhato, akkor nem is igazan novelik az egesz [SOROSSZEGET]. Vagyis
megvan az a korlatfeleseg amit keresunk [SOROSSZEGHEZ].

SUM an [KONVERGENS] <--> V&>0,dn'eN,Vn,m>n': |an+l + an+2 + ... +am| < &.
Ez is elegseges feltetel, szal megfordithato, es igaz marad.

[OSSZEHASONLITO KRITERIUM/MAJORANS ES MINORANS KRITERIUM]

Egy [VEGTELEN SORROL] mondja meg, hogy [KONVERGENS] vagy sem. Veszunk ket
[POZITIV TAGU SOROZATOT], es feltesszuk, hogy valami indextol kezdve 0 <=
an <= bn. Ilyenkor ha bn [KONVERGENS], akkor an is. De ha an [DIVERGENS]
akkor bn is.

[ (CAUCHY-FELE) GYOKKRITERIUM]

Veszunk valami SUM an sort, es feltesszuk, hogy letezik lim(an) = A.
Ilyenkor A = n. gyok alatt |an|. Haromfele kimenetele lehet a dolognak
(mint a [HANYADOSKRITERIUMNAL]) :

1, 0 <= A <1 --> SUM an abszolut [KONVERGENS].

2, A>1 --> SUM an [DIVERGENS].

3, Ha A = 1 akkor meg tudja faszom, nem derul ki semmi.

[ (D'"ALAMBERT-FELE) HANYADOSKRITERIUM]

Veszunk valami SUM an sort amiben nincsenek nulla elemek sehol, aztan
feltesszuk, hogy letezik lim(an) = A. Ilyenkor A = |an+l / an|. Haromfele
eset van innen (mint a [GYOKKRITERIUMNAL]) :

1, 0 <= A < 1 --> SUM an abszolut [KONVERGENS].

2, A > 1 --> SUM an [DIVERGENS].

3, Ha A = 1 akkor meg barmi lehet.

[LEIBNIZ-TIPUSU SOR]

SUM an* (-1) "~ (n+l) kinezetu [SOROKAT] hivjuk Leibniz-tipusu soroknak, ha 0
<= an+l <= an, minden indexre. Vagyis minden eleme pozitiv (vagy nulla),
szoval egy [NEMNEGATIV TAGU SOR]. Akkor es csakis akkor [KONVERGENS], ha
lim(an) = 0.

Ezen kivul ha fogom az n. elem elotti osszes elemet, mintha addig tartana a
[SOR], aztan nezem annak a [SOROSSZEGET], es kivonom az egesz [SOR]
[SOROSSZEGEBOL], akkor abszolut ertekben mindig kisebb vagy egyenlo szamit
kaptam mint amit eredetileg vettem.

[TIZEDES TORTEK TETELEI]

Fogunk valami szamot A [0,1] intervallumrol, es biztos lesz hozza egy (xn)
[SOROZAT] amibe csak a {0,1,...,9} halmazbol veszunk elemeket, hogy azzal:
A = SUM xn/(10”n). Szal mivel 10 hatvanyait vesszuk egyre, mindig egy
tizedesjeggyel odebb irjuk a kovetkezo szamot ahogy hozzaadjuk a
[SOROSSZEGHEZ] . Szoval igy barmilyen hosszu tizdesetort kifejezheto. Amugy
a SUM xn/ (10”n) [SOR] [KONVERGENS].

[ZAROJELEZETT SOR]

Veszunk valami szigoruan monoton novekvo (mn) [INDEXSOROZATOT], aminek a
nulladik eleme 0 (szoval nullatol kezdve az egesz szamokat felfele).
Ilyenkor egy valasztott n indexre iIn = mn-tol m(n-1)+1-ig osszeadva (an)
elemei. Szoval:

Ha n = 2, akkor ugye mn = m2 = 2, es m(n-1)+1 = ml+l = m2 = 2. %2 =
(a2+a2) .

[ZAROJELEZES TETELET]
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Ha SUM an [KONVERGENS], akkor barmilyen (mn) [INDEXSOROZATRA] a
[ZAROJELEZETT SORA] is [KONVERGENS], es a ket [SOR] egyenlo. Ezen kivul ha
(mn) indexsorozatot nezzuk, akkor (mn - mn-1) [KORALTOS], lim(an) = 0, es
SUM &n [KONEVERGENS] .

[VEGTELEN SOR ATRENDEZESE]

Ha (pn) termeszetes [BIJEKCIO], akkor SUM an atrndezese SUM apn. Magyarul
ha van egy [FUGGVENYEM] ami minden termeszetes szambol egy masik
termeszetes szamot csinal, mindezt egy-egyertelmuen, akkor an indexeleset
siman felrecselgethetem. Ezt hivjuk atrendezesnek.

[RIEMANN-TETEL]

Ha egy nem [ABSZOLUT KONVERGENS], hanem feltetelesen konvergens SUM an [SOR
ATRENDEZESET] akarom, akkor az [ATRENDEZES] csak ugy letezik, hogy SUM apn
[SOROSSZEG] a kibovitett valos szamok halmazabol van. Ilyenkor SUM apn
[ATRENDEZES] [DIVERGENS].

Ez mar nem a tetel resze, de ha a [SOR] tenyleg [ABSZOLUT KONVERGENS],
akkor az [ATRENDEZES] is az lesz, es SUM an = SUM anp.

[TEGLANYSZORZAT]

Ha van SUM an es SUM bn [VEGTELEN SORAIM], akkor a teglanyszorzatuk egy
olyan SUM tn [VEGTELEN SOR] lesz, hogy tn = SUM ai*bj. i1 es j index, a
nagyobbik kozuluk pont n. Barmelyik lehet a nagyobbik.

[CAUCHY-SZORZAT]
Ha van SUM an es SUM bn [VEGTELEN SORAIM], akkor a teglanyszorzatuk egy
olyan SUM tn [VEGTELEN SOR] lesz, hogy tn = SUM ai*bj. 1 es j index, az
osszeguk pont n.

[CAUCHY-TETEL]

Ha SUM an es SUM bn [ABSZOLUT KONVERGENS], akkor a [TEGLANYSZORZATUK] es
[CAUCHY-SZORZATUK] is az, es a ketto szorzatok [SOROSSZEGE] megegyezik
egymassal, meg a [SOROSSZEGEK] szorzataval.

[MERTENS-TETEL]

Hasonlo a [CAUCHY-TETELHEZ], de ha csak az egyik [ABSZOLUT KONVERGENS], a
masik meg feltetelesen konvergens, akkor a [TEGLANYSZORZAT] kimarad a
bulibol.

HATVANYSOROK ES ELEMI FUGGVENYEK
[HATVANYSOR]
Az (an) [SOROZATTAL] es % meg x valos szamokkal csinalok egy olyan

[VEGTELEN SORT], hogy SUM an (x-%)"n, akkor az & kozepponti (an) egyutthatos
hatvanysort csinaltam.

[ALTALANOSITOTT CAUCHY-HADAMARD-TETEL]
Kurvara ugyanaz mint a [CAUCHY-HADAMARD-TETE1l], de a [KONVERGENCIASUGARNAK]
nincs harom esete, mert a [SOR] hatarerteke mindig valos.

[CAUCHY-HADAMARD-TETE1/HATVANYSOROK KONVERGENCIASUGARA]

Fogjuk SUM an (x-i)"n [HATVANYSORT], es tegyuk fel, hogy ha rahuzom a
[GYOKKRITERIUMOT], akkor nemnegativ A (kibovitetten valos) letezo
[HATARERTEKET] kapom. Ezen kivul fogok egy r szamot ami a
[KONVERGENCIASUGAR] lesz, ennek 3 esete van:

1, 0 < A < vegtelen --> r = 1/A.

2, A =0 --> r = vegtelen.

3, A = vegtelen --> r = 0.

Szoval kurvara egyszeru. Aztan van ugyanez a 3 eset csak r-re.

1, 0 < r < vegtelen --> a [HATVANYSOR] [KONVERGENS] ha |x-a| < r, es
[DIVERGENS] ha |x-al|l > r.
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2, ¥ =0 --> a [HATVAYSOR] csak az x = a pontban [KONVERGENS].

3, r = vegtelen --> a [HATVANYSOR] minden valos x pontban [KONVERGENS].
[SIN/COS/EXP]

sin(x) = SUM (-1)"n * (x"(2n+1))/ ((2n+1)!)

cos(x) = SUM (-1)7"n * (x~(2n))/((2n)!)

exp(x) = SUM (x”n)/(n!)

sin (x+y) = sinx*cosy + cosx*siny

FUGGVENYEK HATARERTEKE MEG TORLODASI PONT CUCCOS

[TORLODASI PONT]

Ha veszek valami valos A szamot, aztan valami % sugaru [KORNYEZETET]
elmetszem egy valos halmazzal, aztan vegtelen sok elemet kapok, akkor A
torlodasi pontja a halmaznak.

[FUGGVENY HATARERTEKE]

Veszek egy valosbol valosba kepzo [FUGGVENYT]. Aztan a [FUGGVENYT] veszem
valami A helyen. Na ezutan veszem A % sugaru [KORNYEZETET], kiveszem belole
magat az A-t, es elmetszem f [ERTELMEZESI TARTOMANYAVAL]. Magyarul veszek
minden x-et az [ERTELMEZESI TARTOMANYBOL] ami A-hoz % kozel, vagy kozelebb
van, es nem maga az A. Na ha minden ilyen x-re f(x) benne van egy szam A
sugaru [KORNYEZETEBEN], akkor az a szam lesz a fuggveny hatarerteke. Lehet
kibovitetten valos 1is.

Szoval lesz par eset. Lehet, hogy az [ERTEKTARTOMANYBOL] meg tudok valos A-
t valasztani, de a fuggvenyertek mar vegtelen.

1, A veges, lim veges:

VE>0,dA>0,VxeDf, 0<|x-A|<A: |f(x)-A| < L.

2, A veges, lim +vegtelen:

VP>0,dA>0,VxeDf, 0<|x-A|<A: f(x) > P.

3, A veges, lim -vegtelen:

VP>0,dA>0,VxeDf, 0<|x-A|<A: f(x) < P.

4, A +vegtelen, lim veges:

Vi>0,dx0>0,VxeDf,x>x0: |f(x)-A| < %.

5, A -vegtelen, lim veges:

Vi>0,dx0<0,VxeDf, x<="" £.="" 6,="" a="" +vegtelen,="" lim="" +vegtelen:=""
Vp="">0,3x0>0,VxeDf,x>x0: f£(x) > P.

7, A tvegtelen, lim -vegtelen:

VP<0,dx0>0,VxeDf,x>x0: f(x) < P.

8, A -vegtelen, lim +vegtelen:

VP>0,dx0<0,VxeDf,x P.

9, A -vegtelen, lim -vegtelen:

VP>0,dx0<0,VxeDf,x<x0: f(x) < P.

[ATVITELI ELV]

Van egy valosbol valosba kepzo f [FUGGVENYEM]. Veszek egy a elemet az
[ERTELMEZESI TARTOMANYABOL], meg valami A kibovitetten valos szamot. Utana
fogok minden olyan (xn) [SOROZATOT] amik Df-be kepeznek le, de a-t soha nem
erik el, megis a [SOROZATOK] [HATARERTEKE] lim(xn) = a. Na ha minden
lim(f(xn)) = A, akkor es csakis akkor, a [FUGGVENY HATARERTEKE] az a helyen
A. Ez elegseges feltetel, szoval megforditva is igaz.

[HATVANYSOR OSSZEGFUGGVENYENEK HATARERTEKE]

Fogom SUM an* (x-a)”n [HATVANYSORT]. Tegyuk fel, hogy r [KONVERGENCIASUGARA]
pozitiv. Aztan ezt belebaszom egy fuggvenybe, hogy f(x) = SUM an* (x-a)”’n,
ugy, hogy x-et a r sugaru [KORNYEZETEBOL] veszem, vagyis a r sugaru
[KORNYEZETE] lesz f [ERTELMEZESI TARTOMANYA]. Ilyenkor barmilyen f (b)
helyen [FUGGVENY HATARERTEK] letezik, ha b is f [ERTELMEZESI TARTOMANYABOL]
van veve, es siman x helyett beirom a kepletbe. Arrol nem is beszelve, hogy
f(b) ertelmezheto lesz.
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[MONOTON NOVEKVO/CSOKKENO FUGGVENY HATARERTEKE]
egy barmilyen valos intervallum. Lehet korlatos is, nem

korlatos is. Ezt veszem egy f monoton novekvo [FUGGVENY] [ERTELMEZESI
TARTOMANYANAK] . Ekkor letezik %+0 es %£-0 helyen f [FUGGVENY HATARERTEKE] .
Elobbi az Z-nal kisebb x-ekbol kepzett fuggvenyertekek [INFIMUMA], a masik
a [SUPREMUMA]. Csokkeno [FUGGVENYNEL] kb tokre ugyanez van, csak eppen az

1-nal nagyobb x-ekre.

Legyen (&,A)
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